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Impacts sur des plaques
NICOLAS VANDENBERGHE , ROMAIN VERMOREL , EMMANUEL V ILLERMAUX
IRPHE, CNRS - Aix Marseille Université. 49, rue Joliot-Curie, BP 146, 13384 Marseille Cedex
Résuḿe :
Nousétudions la ŕeponse d’une membrane initialement au reposà un impact transverse. Nous montrons qu’une instabilité
élastique conduit̀a la formation de plis radiaux centrés sur le point d’impact. Nous discutons le lien entre le motif observ́e
et le motif de fragmentation observ´ lors de la brisure par impact des plaques fragiles.
Abstract :
We study transverse impacts of rigid objects on a free membrane. The thin elastic sheet is made of natural rubber. After
impact, two distinct waves propagate in the sheet. First a tensil wave travels at the speed of sound leaving behind the
wave front a stretched domain. Then a flexural wave propagates in the stretched area at a lower speed. In the stretched
area geometrical confinement induces compressive circumferential stresses. They trigger a buckling instability giving rise
to radial wrinkles. In this paper we report on an experimental and theoretical study of this dynamic wrinkling.
Mots clefs : impacts, membranes, instabilit́es
1 Introduction
Lorsqu’une membrane ou une plaque subit un impact transverse, lle est tirée hors de son plan par l’objet
impactant. Ce déplacement transverse s’accompagne souvent du développement de motifs radiaux. On observe
également des fractures radiales sur les figures de fractogr phie de plaques en verre [1] ou bien sur les tissus
auxquels on impose une forme circulaire comme une nappe pos´ee sur une table circulaire [2]. Le lien entre ces
différentes figures est que pour comprendre le motif obtenu, il faut comprendre le mécanisme de sélection du
nombre de plis. Dans ce travail, nous étudions la réponse globale d’une membrane à un impact transverse et
nous décrivons le mécanisme qui permet la sélection d’unnombre d’onde dans la direction orthoradiale.
Lors de l’impact transverse, le mouvement transverse des points matériels s’accompagne d’un déplacement ra-
dial vers le point d’impact. Ce mouvement d’ensemble conduit au développement de contraintes orthoradiales
σθ compressives. Ces contraintes peuvent alors engendrer uneinstabilité de flambage qui donne naissance
à des plis radiaux. Nous étudions cette instabilité de plissement. Dans un premier temps, nous détaillons le










FIGURE 1 – Dispositif expérimental
Nous utilisons un canon à air comprimé pour envoyer des projectiles (cylindre en acier de rayonri = 2.25mm
et de masse3.3 × 10−3 kg) sur une membrane au repos. La membrane est initialement posée sur un filet tendu
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sur un cadre tenu par deux électro-aimants. Au moment du tir, les électro-aimants sont mis hors-tension et
le cadre est alors tiré vers le bas par deux élastiques. La membrane est alors libérée et elle tombe alors sous
son propre poids, mais le temps caractéristique de ce mouvement est très lent par rapport aux autres temps
caractéristiques du problème et donc au moment de l’impact, on peut considérer que la membrane est libre et
au repos.
Les membranes que nous étudions sont en latex naturel. On utilise des feuilles de différentes épaisseurs (com-
prises entre0.1 et0.3mm). Le rayon extérieur des membranes estr0 = 60mm. Le module d’Young du latex
estE = 1.5 × 106 Pa et la vitesse du son dans le latex estc = 45m/s. L’échelle de temps caractéristique est
r0/c ≈ 1.3m/s. Nous utilisons une caméra rapide pour enregistrer le mouvement après impact.














FIGURE 2 – (i) Mouvement des points matériels sur un rayon. (ii) Représentation schématique du champ de
contraintes dans la membrane.
Nous proposons ici un résumé des résultats détaillés dan [3]. La figure2(i) montre le mouvement des points
matériels obtenu en traçant des marques régulièrementespacés suivant un rayon. On distingue deux ondes.
1. Une onde de tension se propage à la vitesse du son. Au tempsle front de tension est situé à la position
ri + ct oùri est le rayon de l’impacteur. A l’avant du front les points matériels sont immobiles. Derrière
le front, les points matériels se déplacent vers le point d’ mpact.
2. Une onde de flexion se propage dans la zone tendue. A l’arri`ere du front de flexion, les points matériels
sont tirés hors du plan de la membrane et la celle-ci prend une forme conique (figure 3). Le front de
flexion se déplace à une vitesse plus faible à peu près constante.
Le problème consiste donc à relier la dynamique de ces ondes à la vitesse de l’impacteur afin de calculer le
champ de contrainte dans la membrane. On considèrera que lamasse de l’impacteur est grande (devant la
masse de la membrane) et que celui ci n’est pas ralenti au cours de l’impact.



















où ζ(r, t) est le déplacement radial.
On utilise la forme suivante pour le déplacement radial dans l zone tendue









Cette forme correspond à la solution quasistatique obtenue négligeant le premier membre de l’équation
(1). Dans cette formeα est inconnu et doit être relié à la vitesse de l’impacteur. La mesure expérimentale du
































FIGURE 3 – Vue de profil d’une membrane impactée à une vitesse de5.8m/s. L’intervalle entre deux images
est1.33 × 10−3 s.
où φ est l’angle entre une ligne méridienne et la tangente locale à la membrane dans la direction radiale et on




(ǫr + νǫθ) et σθ =
E
1 − ν2
(ǫθ + νǫr) (5)
où ǫr = ∂ζ/∂r est la déformation radiale etǫθ = ζ/r est la déformation circonférentielle.ǫr est positif etǫθ
est négatif.
Le front de flexion se propage à une vitesse approximativement constante (figure2(i)) et on noterc(t) = ri+Ut
la position du front de flexion (en coordonnées lagrangiennes). Dans le repère du laboratoire, le front de flexion
est situé enU∗t = rc(t) + ζ(r, t). Lorsque le front de flexion est situé loin de l’impacteur,Ut ≫ ri, la

















Dans cette limite, l’onde de flexion se propage alors dans un domaine où la tension est approximativement
constante. La vitesse des ondes est alorsct = c
√











Pour déterminerα en fonction de la vitesse d’impactV , on utilise une relation géométrique : on considère que
la géométrie de la zone fléchie est conique et que dans cette zone, la déformation radiale est constante et égale
à la déformation radiale à la base du cône (équation 6)
On écrit alors, en utilisant la formule de Pythagore, que lalongueur de la méridienne du cône est reliée à la
vitesse de l’impacteur par
(1 + ǫc)
2r2c (t) = (V t)
2 + (U∗t)2 (8)























Ces résultats sont en accord avec les mesures expérimentales [3].
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On peut alors calculer les contraintes dans la zone tendue dela m mbrane (à l’extérieur du cône). Avec l’ap-































Ces expressions sont valables dans le domaine entrerc( ) = ri+Ut etrt(t) = ri+ct. La contrainte orthoradiale
σθ est négative entrerc(t) et rz(t) = [(1 − ν)/(1 + ν)]1/2(ri + ct). Cette compression orthoradiale provient
d’un effet de confinement : les points matériels sont attir´es vers le point d’impact. Ainsi il existe une zone
représentée schématiquement sur la figure2(ii) où la compression radiale est susceptible de provoquer une
instabilité de flambage. Des configurations semblables se retrouve sur une membrane annulaire tenue à deux
rayons différents [5], lors de la mise en forme par emboutissage de plaque métalique [6] ou dans le décollement
d’un film élastique placé sur un substrat liquide [7]. Dansl’exemple présent c’est la différence de vitesse de
propagation entre les deux fronts d’ondes qui conduit à l’exist nce de cette zone comprimée.
4 Instabilit é de plissement
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FIGURE 4 – Vue de dessous d’une membrane impactée à une vitesse de5.2m/s. L’intervalle entre deux images
est0.50 × 10−3 s.
Une membrane élastique est incapable de supporter des contraintes compressives. En présence de telles contraintes,
la membrane se plisse. Pour décrire le motif qui apparaı̂t,il est nécessaire de prendre en compte la rigidité de
flexion. Dans le cas présent, on observe l’apparition de plis avec une longueur d’onde bien définie dans la zone
plane et comprimée à l’extérieur de la zone fléchie (figure 4).
Pour modéliser cette instabilité, on considère le problème équivalent d’un anneau supporté enr = rc et en
r = rz et soumis à un champ de contrainteσr(r, t) etσθ(r, t) donnés par les équations (11) et (12). On utilise
un champ de déplacement transverse de la forme
ξ(r, θ, t) =




Une instabilité correspond alors àγn > 0. Pour calculerγn, on utilise la méthode de Rayleigh, c’est à dire que
l’on calcule l’énergie totale et on égale la valeur moyennde l’énergie cinétique (qui dépend deγn) et la valeur
















et l’énergie potentielle est constituée de
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avecD = Eh3/[12(1 − ν2)]



































On utilise une nouvelle fois une approche quasi statique : àchaque instantt le champ de contrainte est pris tel
que donné par les équations (11) et (12) et on calcule la valeur deγn pour cette configuration. On obtient ainsi
une équation de dispersion qui reliekn = n/rc à γn à chaque temps. Pour toute vitesse d’impact, on obtient
un temps caractéristique à partir duquel une instabilit´e apparaı̂t. Cette instabilité apparaı̂t pour une valeur finie
dekn et donc une longueur d’ondeλ = 2πrc/n est sélectionnée. La longueur prévue théoriquement par cette
approche est en accord avec les mesures expérimentales (figure 5). Notons que dans la théorie comme sur
les expériences, on observe que l’instabilité sélectionne une longueur d’onde des plis et non pas un nombre
d’ondes. Ainsi le nombre de plis augmente lorsque le rayon augmente. Il n’est en général pas possible d’obtenir
une formule simple pourλ, mais un modèle simple dans lequel l’anneau est remplacé pr une poutre (comme
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FIGURE 5 – Longueur d’onde (dans la direction orthoradiale) du motif de pli. Les points sont les valeurs
expérimentales. Les ligne continues sont les prédictions théoriques sans paramètre ajusté.
Dans le modèle présenté, nous n’avons pas considéré ladyn mique après rebond du front de tension sur
le bord de la plaque. L’interaction entre l’onde de tension réfléchie et le front de flexion peut empécher le
développement de l’instabilité. Nous n’avons pas non plus discuté le ralentissement de l’impacteur. Celui ci se
produit si la masse de l’impacteur est comparable à la massede la membrane. Enfin nous n’avons pas discuté
les effets de la rigidité de flexion sur la propagation des ondes. Pour une plaque plus épaisse (comme une vitre)
la dynamique des ondes transverses est modifiée par la rigidité de flexion.
5 Conclusion
Nous avons étudié l’impact transverse à vitesse modér´ee d’un impacteur sur une membrane au repos. Deux
ondes se propagent à vitesses différentes : une onde de tension qui se propage à la vitesse du son et une
onde transverse qui se propage dans la zone tendue. Dans la zone située entre les deux fronts d’onde, une
contrainte compressive dans la direction orthoradiale se dév loppe et une instabilité de flambage se produit.
Cette instabilité conduit à la formation de plis radiaux avec une longueur d’onde entre les plis bien définie.
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